Tema 5: Teorema de Radon-Nikodym J
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Integral indefinida de una funcién medible positiva

(Q,4,)) espacio de medida, f:Q — [0,e] medible
Integral indefinida de f:

04— 0,0], <P(E)=/Efd?» (E € a)

¢ es una medida y, para g:Q — [0,c0] medible,
[ gdo= [ gran
Q Q

do = fd\

Escribimos:

Relacién entre A y u:
EcAa, ME)=0 = ¢@(E)=0

Decimos que @ es absolutamente continua con respecto a A: @ < A
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La pregunta natural

(,4,1) espacio de medida, u: 4 — [0,c0] otra medida
[ Existe una funcién medible f:Q — [0,o0] tal que du = fdA?
Condicién obviamente necesaria: u << A ; Es suficiente?

En general NO: Q =R, 4 conjuntos medibles Lebesgue, A nimero de
elementos, y medida de Lebesgue

Teorema de Radon-Nikodym para medidas positivas

Sea (Q,4,\) un espacio de medida o-finita y u: 4 — [0,] una medida
absolutamente continua con respecto a A:

E€A, ME)=0 = p(E)=0

Entonces existe una funcién medible f:Q — [0,00] tal que dy = fd\:

H(E):/Efdx VEe A
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Integral indefinida de una funcién integrable

(Q,4,)) espacio de medida, f € Lj(A). Integral indefinida de f:

44K, y(E):/Efd?» (E € )

u es o-aditiva:

oo 1

An€EAVREN, AxNAn=0 (n#m) = p(|JAr) =Y u(An)

n=1 n=1

1 es combinacién lineal de medidas (positivas):

u(E) = /E(Ref)+dx—/E(Ref)—dx+i/E(Imf)+dx—i/E(Imf)—dx
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(Q,4) espacio medible

Medida real o compleja: aplicacién u: 4 — K que es c-aditiva:

o

A €AVREN, AyNAR=0(n#m) = u(|JAn) =) u(An)
n=1 n=1
Observaciones: u(0) =0 y, mds importante, Y [u(A,)| < oo
n=1

Notacién: M(A4) medidas reales o complejas definidas en 4, espacio vectorial.
M*(4) medidas positivas y finitas

M*(4) CM(4,R) CM(4,C) = M(4,R) ©iM(A4,R)

M(A4,R) espacio vectorial ordenado: w <po & wp—u € MT(4)

(Es M(A4,R) un reticulo vectorial?
;{Podemos definir coherentemente el valor absoluto de una medida real o
incluso el médulo de una medida compleja?
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4 € M(A) medida real o compleja. Para E € 4 escribimos:

I(E) = {{An} : E= OAn, An€AVYNEN, AyNAp =0 (n#m)}

n=1

Entonces:

=)

ul(E) = sup{ } |u(4n)| : {An} €TI(E)} (E € A)

n=1

|t] : A — [0,00] es la variacién de la medida u

Teorema (la propiedad clave de la variacién)

La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y finita:

HEM(A) = |y eM(A)
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Propiedades de reticulo

o SiueM(A)yv:A4— [0, medida positiva,

W(E) < V(E) VE€eA — u/(E)<V(E)VEeA
o Equivalentemente, caso K= C: |u| = sup{Re (¢®u) : 6 € R}
o Caso K=R: |u| =sup{u, —u}

o M(A,R) es un reticulo vectorial:

1 1
HVV=S(utvtle=vl); pAv=Zu+v—lu=—v)

@ Descomposicion de Jordan de una medida real:

(|l +p) =pVO

T =3
= 3 (|l —u) = —(uA0)

neMA,R) =
u
Propiedades:

s eMt (), u=pt—p, lul=p" 4y
p=pi—pm con p,uw eMT(A) = pt<u, u <m
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Norma de una medida
(Q,4) espacio medible. Definiendo

lall = lul(Q),  (neM(A))

se obtiene una norma en M(A4), “Variacién total”

Otra norma natural:
lulleo = sup{|u(E)[: E € A} (n€M(A))
Ambas normas son equivalentes
Itlleo < [l < 4l (M€ M(2))

Y ambas son completas. M(A4) espacio de Banach con la norma de la
variacién total
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(Q,4,)) espacio de medida, u€ M(A4). u< A cuando:
EcAa, ME)=0 = pu(E)=0
Equivalentemente:
Ve>0 36>0: E€A, ME)<d = |u(E)| <€

Observacién: u <A <= |yl <A

Teorema de Radon-Nikodym

Sea (Q,4,\) un espacio de medida o-finita y € M(4) una medida
absolutamente continua con respecto a A:

Eca, ME)=0 = u(E)=0

Entonces existe una unica f € Lj(A) tal que p es la integral indefinida de f,
es decir,

y(E):/Efdx VEc 4
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Unicidad

(Q,4,)) espacio de medida o-finita, f € Li(A),
R(f)—{i/fdx-Eez 0<ME) < }
T \ME) JEe ’ ’

Entonces A({xeQ: f(x) ¢R(f)}) =0 (f(x) €ER(f) p.ct. x€Q)

Descomposicién polar

(Q,4) espacio medible, u€ M(4). Existe h:Q — K medible, tal que

b =1 VxeQ vy ,u(E):/Ehd|,u| VEec 4

h estd determinada |u|-c.p.d. “Descomposicién polar”

Integral asociada a una medida real o compleja:

[ fau= [ rhdil (reLillu).E € )

Simbdlicamente: du = hd|u|
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Descomposiciéon de Hahn de una medida real

(Q,4) espacio medible, u € M(4,R), descomposicién polar du= hd|u|
h(x) e {-1,1} Vx€Q, (signo de una medida real). Definimos:
AT ={xecQ:h(x)=1}; A" ={xeQ:h(kx) =-1}

El par (AT,A7) es una descomposicién de Hahn de la medida real u
e Q=ATUA™, ATNA~ =0,

o u(E)=|ul(ENAT) —|ul(ENAT) (E€A)
o |ul(E) =u(ENAT)—u(ENAT) (E€A)
o u"(E)=p(ENAT), p (E)=-u(ENA") (E€A)

e Unicidad: si (BT,B™) es otra descomposicién de Hahn,

W [AT\BT)UBT\AT)] = [u[(A"\B7)U(B"\A7)] =0
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Revisiéon de la integral indefinida

(Q,4,1) espacio de medida, f€Lj(A), u(E)= /Ede (EeAa)
e ueM(A), u<h
(E) = [ Iflan VE € a
E
lluell = 1l () = I £l

@ Descomposicién polar: tomando h:Q — K medible, tal que |h(x)| =1
y f(x) =h(x)|f(x)| para casi todo x € Q, se tiene du= hd|u|

o Integral asociada a u:

/Egd#:/ngdl (geLi(lul),E € a)

De hecho, Ly (ul) = {g € Lo(x) : 2f € Li(1)}
Si feL(uR):

Jordan: yt(E) = [pftd\, w (E)=[pf d. VEE€A
Hahn: AT ={x€Q:f(x) >0}, A~ ={xeQ: f(x) <0}
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(Q,4) espacio medible, u medida en 4 (positiva, real o compleja), A € 4:
u concentrada en A <= u(E)=u(ENA) YVEc A4

Equivalentemente:

{u(Q\A)=0 si >0
lul(Q\A) =0 si ueM(A)

U1y M son ortogonales (o mutuamente singulares) cuando estédn concen-
tradas en conjuntos disjuntos:

Ll & JA,AeA4: AjNAy =0, y concentrada en Ay, k=1,2

Descomposiciéon de Lebesgue

Sea (©,4,\) un espacio de medida o-finita y € M(A4). Entonces u admite
una Unica descomposicién de la forma u =y, +pys; donde uy KA y yglA
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Resumen

Sea (Q,4) un espacio medible, M(4) el espacio vectorial de las medidas

reales o complejas en Ay M1 (2)={ueM(2):u(E)>0VE € 4}

(1) La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y
finita: peM(A) = |y eMT(2)

(2) M(A) es un espacio de Banach con la norma de la variacién total:
llull = |ul(Q) (ue M(A). La convergencia es la uniforme en 4

(3) M(A4,R), con el orden natural, es también un reticulo vectorial
Fijada ahora una medida o-finita A: 4 — [0,c0| consideramos dos

subespacios de M(4): My(A)={ueM(A) : u< A} vy
My(0) = (€ M(A) : 1A}

4) Se verifica que M(4) = M,(\) & M;(A), suma topoldgico-directa, ya que
g y
-V = [la] + V]| para cualesquiera s € Ma(h) y v € My(A)

(5) Para fe€Lj(A) sea T(f) su integral indefinida:
T(NE) = [ rar (Eea)

Entonces T es una biyeccién lineal isométrica de Lj(A) sobre My(A). En
el caso K=R, T es también un isomorfismo de reticulos

o’
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